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1. Introduction

L’analyse combinatoire est une branche des mathématiques qui étudie comment
compfter les objets. Elle fournit des méthodes de dénombrements particulierement utiles en
théorie des probabilités. Les probabilités dites combinatoires ufilisent constamment les
formules de I’analyse combinatoire développées dans ce chapitre. Un exemple des
applications intéressantes de cette derniere est la démonstration du développement du binéme
de Newton utilisé dans le calcul des probabilités d’une loi binomiale.




2. Arrangements 2.1. Introduction

Etant donné un ensemble £ de n objets, on appelle arrangements de p objets toutes suites
ordonnées de p objets pris parmu les n objets.

Le nombre d’arrangements de p objets pris parmi 7 est noté : A ﬁ :

Remarque : On anécessairement 1<p <n et n pe N*

Si n<p, alors A2 =0
Deux arrangements de p objets sont donc distincts s’1ls différent par la nature des objets qui
les composent ou par leur ordre dans la suite.




2. Arrangements 2.1. Introduction

Exemples :
(1) Une séquence d’ADN est constifuée dun enchainement de 4 nucléotides [A (Adénine). C

(Cytosine), G (Guanine) et T (Thymine)]. Il existe diftérents arrangements possibles de
deux nucléotides ou dinucléotides avec p=2 et n=4.
(2) Le nombre de mots de 5 lettres (avec ou sans signification) formés avec les 26 lettres de
’alphabet correspond au nombre d’arrangements possibles avec p=35 et n=26.
(3) Le tiercé dans I'ordre lors d’une course de 20 chevaux constitue un des arrangements
possibles avec p=3 et n=20.

Dans les exemples précédents. I’ordre des éléments dans la suite est essentiel. Aisi pour le
deuxiéme exemple, le mot NICHE est différent du mot CHIEN.

Mais dans les deux premiers exemples, une base ou une lettre de I’alphabet peut se retrouver
plusieurs fois alors que dans le troisieme exemple. les trois chevaux a |'arrivée sont
forcément différents. Il faut donc distinguer le nombre d’arrangements avec répétition et le
nombre d’arrangements sans répétition (arrangements au sens strict).



2. Arrangements 2.2. Arrangements avec Reépétitions

Lorsquun objet peut étre observé plusieurs fois dans un arrangement, le nombre
d’arrangement avec répétition de p objets pris parmi », est alors :

;‘f =n? avec l=p=<n

Voici pourguoi :
Pour le premier objet tiré, 1l existe » manieres de ranger 1’objet parmi ».

Pour le second objet tiré. 1l existe également » possibilités d’arrangements car le premier

objet fait de nouveau parti des 7 objets. On parle de tirage avec remise.

Ainsi pour les p objets tirés. il yaura n x n x n X.....x n (p fois) arrangements possibles, soit

A =nxnxnx...xn=n"



2. Arrangements 2.2. Arrangements avec Reépétitions

Exemples :
(1) Concernant I'exemple de la séquence d’ADN. le nombre de dinucléotides attendus si I'on
fait I’hypothese qu’une base peut étre observée plusieurs fois dans la séquence (ce qui

correspond effectivement a la réalité) est done : A, = 4* = 16 dinucléotides possibles

Les 16 dinucléotides identifiables dans une séquence d’ADN sont :
AA AC AG AT CA cCcCc ccG (T
GA GC GG GT TA TC TG T1IT



2. Arrangements 2.2. Arrangements sans Reépétition

Lorsque chaque objet ne peut étre observé qu une seule fois dans un arrangement, le nombre
d’arrangements sans répétition de p objets pris parmi » est alors :

n!
Aﬁ - avec 1l =p <n
(n—p)!

Voici pourquoi :

Pour le premier objet tiré, 1l v a » maniéres de ranger I’objet parmi 7.

Pour le second objet tiré, 1l n’existe plus que #-/ maniéres de ranger 1’objet car le premier
objet ne peut plus étre pris en compte. On parle de tirage sans remise.

Ainsi pour les p objets tirés parmin, si 1 <p <n, 1l y aura :

Afznn—dﬂn—2)m@=qr%ﬂ (p produits)
(n—p)x..x2x1

de plus AP =nn—1Dn—-2)...(n—p+1)
(n—p)x..x2x1

n!

d’on 4r =—
(n—p)!




2. Arrangements 2.2. Arrangements sans Reépétition

Exemple :

Concernant ’exemple de la séquence d’ADN. le nombre de dinucléotides attendu dans une
séquence si 'on fait 'hypothése qu'une base n’est observée qu’une seule fois est donc :

41
T (4-2)!

— 12 dinucléotides possibles

= pa

A

Sous cette contrainte, les 12 dinucléotides possibles sont :

)/—( AC AG AT CA 9@" cG (CT
GA GC G& GIT TA TC TG ;Y

: : e r P
Ceci correspond aux 16 arrangements possibles avec répétition (A4; =n" ) auxquels sont
soustraits les 4 dinucléotides (») résultant de 1’association d’une méme base.



3. Permutations 3.1. Permutations sans Répétition

Etant donné un ensemble £ de n objets, on appelle permutations de » objets distincts
toutes suites ordonnées de n objets ou tout arrangement 7 a n de ces objets.

Le nombre de permutations de » objets est noté : P,=n!

La permutation de n objets constitue un cas particulier d’arrangement sans répétition de p
objets pris parmi n lorsque p =n .

n!

— =7
(n—n)!

: . . . H
Ainsi le nombre de permutations de » objets est : 4,, =

Exemple :

Le nombre de manieres de placer 8 convives autour d’une table est :
Pg=8! 40 320 possibilités



3. Permutations 3.2. Permutations avec Répétitions

Dans le cas on 1l existerait plusieurs répétitions & d’'un méme objet parmi les n objets, le
nombre de permutations possibles des 7 objets doit étre rapporté aux nombres de permutations
des & objets 1dentiques.

n!

Le nombre de permutations de » objets est alors : Pﬁ, = ;
!

En effet. les permutations de & objets identiques sont toutes identiques et ne comptent que
pour une seule permutation.

Exemple :

Considérons le mot « CELLULE ». Le nombre de mots possibles (avec ou sans signification)

que I’on peut écrire en permutant ces 7 lettres est :
7!
P; =—— =420 mots possibles

213!

en considérant deux groupes de lettres identiques : L (3 fois) et E (2 fois).



4. Combinaisons 4.1. Définition

S1 I’on reprend 1’exemple de la séquence d’ADN, a la différence des arrangements ou les

dinucléotides AC et CA formaient deux arrangements distincts, ces derniers ne formeront
Lo 3

qu’une seule combinaison. Pour les combinaisons, on ne parle plus de suite ni1 de série

puisque la notion d’ordre des objets n’est plus prise en compte. On parle alors de tirages

avec ou sans remise.




4. Combinaisons 4.2. Combinaison sans Remise

Etant donné un ensemble £ de n objets, on appelle combinaisons de p objets tout ensemble
de p objets pris parmi les » objets sans remise.

. . . . . . -1
Le nombre de combinaisons de p objets pris parmi » est noté : C f

Remarque : On a nécessairement 1 <p <n et npe N

Si n<p, alors C’;? =0

Exemples :

(1) Le tirage au hasard de 5 cartes dans un jeu de 32 (main de poker) est une combinaison
avec p=5etn=32.

(2) La formation d’une délégation de 5 personnes parmi un groupe de 50 constitue une
combinaison avec p=35 et n=50.

Pour ces deux exemples, les objets tirés sont clairement distincts.



4. Combinaisons 4.2. Combinaison sans Remise

Le nombre de combinaisons de p objets pris parmi » et sans remise est :

p n! n
(./H = notee avec l=p<n
pl(n—p)! p

Voici pourquoi :
Pour calculer ce nombre, on utilise le principe de la division.
n!

« Ilya A;i} maniéres de tirer p objets parmi n en les ordonnant soit A ;f,} =
(n—p)!
« Une fois les p objets tirés, 1l y a p! manieres de les ordonner.

A‘D

« Il y a donc —* maniéres de tirer p objets parmi » sans les ordonner.
p!
47 1 #»

pl pl(n—p)

P
C}



4. Combinaisons 4.2. Combinaison sans Remise

Exemples :

Dans le cadre de I’exemple de la séquence d’ADN, le nombre de dinucléotides attendus sans
tenir compte de 'ordre des bases dans la séquence (hypothése justifiée dans le cas de ’ADN
non codant) est donc :

, (4} 4! 4x3
C; = — = — 6 dinucléotides
2) 24 -2 2xl

s

Les 6 dinucléotides possibles sous cette hypothése sont :
AC | |AG | |AT CG||CT |[|GT
CA||[GA ||TA GC||TC || TG

n!
Ceci correspond aux 12 arrangements possibles sans répétitions (A;? ————) divisé par

(n—p)!

le nombre de permutations possibles avec 2 nucléotides (Pp = p!).



4. Combinaisons 4.3. Combinaison avec Remises

Le nombre de combinaisons de p objet parmi » avec remise est :
cP _ (n+ P —1)!
rtp=l  pi(n —1)!

Voici pourquoi :
Soit la constitution de mots de 3 lettres a partir d’un alphabet & 5 lettres avec remise, on
distingue 3 cas possibles :
« ; nombre de mots de 3 lettres différentes et sans ordre
2 .
« ('5 x 2 nombre de mots de 2 lettres différentes et une lettre redondante

1 . .
« (s nombre de mots de 3 lettres identiques

-

L o ) -1-2 -1-] 33 oy ~ - .
d’ou au total: C5 + 2 C5+ (5 = (5 en utilisant la formule des combinaisons

composées ou formule de Pascal.

i 3 2 3 2 1 2 e ~3 2 3 : 3 .
En effet C5 + C5= Cg et Cs5+ C5= Cg dou Cg+Ce=C5 soit C57= 35 mots
possibles de 3 lettres a partir d'un alphabet a 5 lettres.

. 3 ~3 -y
Ainsi (7 =055 43 =L f+p—1 avec n=5 et p=3




4. Combinaisons 4.4. Propriétés des Combinaisons

La symétrie

n!
Le nombre de combinaisons de p objets pris parmi n étant C;? = . alors
p'(n—p)!
|
0 I 0 ~H n-
(1) 62 =i o C, =Gy ==
n!
: 1 == 1 11 —1
2) sinz1 C,=C, =n avec ., =C, T

. — nin—1
(3) sin=2 (.":C}j“:( )

- ont nx(n=1)(n-2)!
C2n=2 215 — 2!

. — ¥ —
ol TH—4
avec C;, =C,

Par récurrence, on déduit des relations précédentes, la propriété de symétrie a savoir :
n!

si O<p<n C, 7=
pl(n—p)!

o 71—
ainsi Cf = C, p

Il revient au méme de donner la combinaison des p objets choisis ou bien celle des (n-p) qui
ne le sont pas.



4. Combinaisons 4.4. Propriétés des Combinaisons

Combinaisons composées ou Formule de Pascal

-wp—l ~P _ P
('H—l + ('r?—l =C n

st O<p<nmn-I

Voici pourquoi :
Parmi les 7 objets, on consideére un objet en particulier.
. . . : . L L p—1 e, .
« Sicet objet fait partie des p objets tirés, 1l y a C ;f_l possibilités de choisir les
p-1 autres objets parmi les 7-/ objets restants.

« Si1 en revanche, I’objet ne fait pas partie du tirage, 1l y a C’f_l possibilités de choisir les

p autres objets parmi les n-7 objets restants.

Y oA : -1
d’ou la relation C;f,}_l + Cf—l = (_.ﬁ';?



