CHAPITRE V

LES DISTRIBUTIONS STATISTIQUES
A DEUX CARACTERES

V. A - Les tableaux statisy.ves

Considérons une population de N inividus décrits simultanément . suivant dewy
caractéres A ef B.

Supposons, dans un. premier temps, que Jes caractei?s A et B sont des varigblés
statistiques discrétes qu’on appellera X et Y (nous verrons que le trantement est Je méme pour
ics variables continues ou pour les caraciéres gualitatifs). .

Désignons par Xy, Xa  Xi X lesk modalités du caractére X ef par
Y1, Y2 . Y5, Y, les p modalités du caractére Y.

Soit 1y le nombre des individus de Ia population qui préseritent a la fois la modalité X; du
caractere X et Ja modalité V; du caractére Y. :
Le tableau statistique déerivant les N individus est un tableau
lignes les modalités de X et en colonnes les modalités de Y.
(tableau de k lignes et de p colounes),

& double enirée ol figurent en

X/Y Y w sl % = Y, Total
X ny - 1y % ny; [
X; iy : 1 - i By,
Xy iy Ty Tt n

Total Ty 0 - n; M=

on désigne par un poist une totalisation. suivant Pindice i ou Pindice i
. T B . .

"

n; es: le total des effectifs ny suivam |

n; est le toal des effectifs n; suivant i

Afin d>étudier la relation existante entre fe nombre de feuilles ef le nombre de fruits d’une
certaine variété de fraises, 150 arbrisseaux ont €t¢ sélectionnés dans un champ On a
dénombré les feuilles et les fruits de chaque arbrisseau et e tableau suivant a été obtenu.

XV 6 11 T i6 18 Total
{ 8.7 & g fo 1 F g 0 A2,
e 4 TS SHRE. AN & M. i 23
i6 14 T = g 5 41
By . 2 - M i 3 { 24~
2a 4 5 . 6 5 2 22
32 b ' 2 8 BN 16 |
42 0 0 - B 4 2 12 -
24 38 46 29 B | 150
Total e

X représente le nombre de fruits

Y représente le nombre de fenilles

Nous avons 7 valeurs différentes pour la variable X, k=7
Nous avons 5 valeurs différentes pour la variable Y, p=3

ny. = 12 est le {otal des effectifs ng des arbrisseaux ayant 8 .m_”E__.mm lére _mm_.@
ny =41 esile total des effectifs ny; des arbrisseaux ayant 16 fruits ( 3éme ligne)
de méme :

m I - 24 est le total des effectifs ny des arbrisseaux ayant 6 feuilles ( r,wnm, colonne)
ns = 13 est le total des effectifs nis des arbrisseaux ayant 18 feuilles (5éme colonne)

Tabieaux particuliers :

La forme générale d’un tableau statistique a4 double mm:.mn est oa:o.emm nous avons
présenté pius haut ; mais il peut arriver que 1’on soit dans des situations particuliéres c.:_w_m
assez fréquentes) ol chaque modalité X; n’est observée qu .,z.zmﬂ seule fois. En mEm de cela elle
west observée que conjointement & une et une seule modalité Y;. Autrement dit, les valeurs
des variables X et Y soiit apparides deux & deuix. ; :
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© ¥ [Effectifs |Fréquences :
relatives | Exemple : . . . .
! Ehsstiiatics Eﬂmwsam dY Tonte disiribution conditionsnelle u’est ansre gu’une distribution @ nn caractire.
Y, i £ { nombyre de feuilles)
Cdt 4 . Doric, avec ces p distributions conditionnelles nous pouvons générer aves la variable -
. tatistique X (en lui affectant les effectifs conditionnel; dants) p variables
v Effectifs Nekiyrekens statistique , { ui affectant les ¢ ectifs conditionnels correspon ) p variable
: , & statistiques & une dimension.
Y; n; fy relatives B -
0 24 - © Lafiéquence conditionnelle de la modalité 3 lide par ¥, s™éerif
. * i 38 | 0253 | g :
_ g t4 46 I 0307 : s g g T
v iy N i 7 0B B 29 0.193 _ ",
13 13 0.087 | Nous avons ainsi le tableau de la distribution conditionuelle de X liée  la valeur Y;:
: g .H.@n.hm ~% r 3
Totat | N=n, i _ _
4 . X | Effectifs Fréquences| Lovsque, par exemple. ¥ = 6 la distribution
. _ : i : conditionnelie est i
Remarque : : . - X, my; £ 7 -
Remarquez que la somme des effeelifs marginaux de X est égale a effectifs total de
ta population 1l en est de méme des effectifs maiginaux de Y. S = X ' Eifectifs Tmp,mmﬁn_ﬁmm
Arx : . : ; : # .
utrement dit, ) ] X, B i 3 3 0333
s Nopmes N A 09 4 0.167
= i . . . 16 3 0.125
& s ’ vm_f - I mu 20 2 0.083
V. C - Distributions conditionneties : . wET ; 24 4 0,167
i) - Letableau statistique & double enirde contient p nc._Dm.mmm. intérieres. = . .m,ac..“ L] . : Mw . M 0, Mum
La j™" colonne de ce tableau s appelle I distribution conditionnelle de la variahle X ., Pour exemple que nous avons considérd, Tolal 24 1
torsque la variable Y est égale a Y] . il y a § distributions conditivnnelles de X
hées aux différentes valenrs de V.
Y, Total S ) Le tablean statistigue a double entrée contient k lignes intérieures.
ng; i, : La i ligne de ce tableau s appelle ia awm.E.E.:a: conditionnelle de la variable Y lorsque la
- —] - variable X est égale 4 %
s Dip 1
’ Hyp Hhy
n, | N=n, B R S N L !
. » X T B 3 By - Dy, T,
4 Total ony n; . i, N=n
%
5 J ' La fréquence conditionnelle ﬁﬁwm modalité Y; liée par X; s”éerit _



Nous avons ainsi le tableau de la distribution conditionnelle de Y fice 4 la valeur N

Y Effectifs | Fréquences
: Pour Pexemple que nous avons eonsidérs,
Y, i m.m m.m yva? &mﬁ butions conditionnefles de ¥
: lides aux différentes valeurs de X
Lorsque X = 16 la distribution
: conditionnelle eai
Vi i £
) Y Effectifs  [Fréquences
= = 6 3 0.073 |
¢N_w. _.:._u ﬂuw . . | 1| 10 € N&b e i
” . 14 15 0.366
Total i 1 e 8 0195
e =ikigyied . 1 18 5§ .f @1
- Totat 41 t

ftya k distiihutions conditiounelles selon
le caraetére Y,

V. D~ Caractéristiques de position et de dispersion

H o’y a, en fait, aucune nowveaurd dans les définitions qui voni suivre. Nous avons

déja vu ce qu’est une moyenne arithmétique ou une variance dans le cas de varigbles
statistiques & une dimension. :
Or, dans les paragraphes précédents, nous avons constaté que Péinde de la variable a deux
dimensions se ramépe A considérer des variables 4 une dimension. En effet, le tablean &
double entrée nous donne p+2 colonue, la premicre colonns est celle des valeurs de X. Si on
accompagne cette colonne par ceile qui est 4 fa marze du tableay (les effectifs marginaux) on
obtient ce qu'on a appelé la distribution marginale de X qui o’est autre qu’une varjable
statistique 4 une dimension. Nous saurons, en oubliant le reste du rableau 4 double entrée,
calouler les caractéristiques de cette variable avec les connaissances acquises dang les
chapitres précédents. . ? .

Ide méme, si on décide de faire acconmpagner la premiére colonne par [une
quelconque des colonnes intérieures du tableau 4 double etitrée nous obtenons également une
variable statistique discréte & une dimension (que nous avions appelée disteibution
conditionnelle de X). Comme il y a p colonnes intérieures nous pouvons générer p variable a
une dimension qui soient de la méme espéce {distributions conditionnelles). Ponr toutes ces
variables nous savons parfaitement calenler les caractéristiques (malgré le nouveau nom que
tous leurs avons donng). .

Ce méme commentaire peut 8tre repris quand on considére les lignes du tableau a
double entrée, ;

En somme, nous obtenons (pt1) + (k1) = PHkt2 variables statistiques diserdtes 3
une dimension. Deux d’entre elles ont é1¢ obtenues en utilisant la coonne de la marge (pour
X) et la ligne de la marge (pour Y). Le reste a éié obtenu en utilisant les colonnes ou les lignes
inférieures, .

En résumé, les notions de moyenne arithmétique ou de variance sont les mémes, gu’on
a vu précedemment, il 8°agit seulement de préciser pour quelle variable on les calcule. Si ¢’est

b

pour les distributions marginales, nous les appelierons caractéristiques marginales. Si c’est
pour les distributions conditionnelles nous les appellerons caraciéristiques conditionnelles.

a} Caractéristiques marginales
La moyenne marginale de la variable ¥ est
; - 1 £
X 5 i m.,...m. W“ . ,%..m HW_‘ .ﬁ. x_pﬁ.

1La variance marginale de la variable X est .
i3 s L k T ..
Var, (X) = ;ﬂrM " am_‘_«ﬁ T uﬁM. ot i O gl
Ng- w =t E
Son écart-type marginal est done _—
o (X)) = JVar, (X)

i.a moyenne marginale de la variable Y est

w _u. m._. .
M__x ..I..M(ﬂMx.mww HMH;“.*.N.
=t =

La variance marginale de la variable Y est

w m ___. N |m h\ h w .|.m
*éii_...,meﬂ._..?n.Mbﬁi?
fi! pramy _r =
Son ecart-type marginal est done

oy (1) = Var, ()

Reprenons notre exemple et calculons les caracléristiques marginales pour les deux variables
XetY.

pour la distribution marginale de X_ pous

dAvons | _
&t pour la distribution marginale de Y,
NOUE avons
X 1 m m X m X2
8 2 1 9 768 ¥ m f oY [ oY,
10 23 230 2300 |
16§ 4|65 10496 | L A8 24 144 864
20 24 480 9600 T T 418 4598
24 22 528 12672 14 46 644 9016
32 16 512 16384 16 29 | 464 | 7424
42 12 504 21168 18 13 234 4217
Total I 150 | 3006 73388 - | Total | 15 1904 26114




_, Sen écart-type conditionnei est done

Ce qui pous donne pour 12 variable X _ o, C.Q = a\xﬁu (X)
= Do w3008 . s i TR,
Xu = = n X, u:%m% == 20,04 La moyenne conitionnelle de la variable Y lide a la valeur X; est
T T !
=1 4 :
_ 7 _ 1 &
et ; Yi= gt = WL.P.\NL_
(15 5] w2 900 ; | 5 i |
Var, (X )= _yw{sM X, =K== e o [20,04)* =37 651 i _ :
px : 150. ; La variance conditionnelle g¢ 5 vaita Eo Y lide & In valeur X; est
L 8 _ |
et : s e ead ot Var (V)= [Mkam. 7 _ ‘w. ¥, Y’
. um o) xr_ .

04 (X)= JVar (X) = 87,651 =936

Son ecart-type conditionne! est done

¥ m%m_m que vous avez reconnu Iexemnple que nous avons utilisé pour développer le
chapitse sur la variable statistique discréte et que ces valeurs ne vous sont pas étrangéres.

On no drenait en considération, dans cet exemple que la variable « nuibre de fruits » Considérons, par mxaEE €1 e des distributions conditionnelles de X : Loisque Y =6

Nous avoris |

seulement.
Calculons mainfenant les caracterisiigies marginales de Y, nous avons
X 1 1 1y X ni X7
o [ 1904 :
Y =— I S ...!fl..IH.mM@O:.u
YN _u_:f 150 : 8 8 64 512
et 10 4 40 400
. 1 . - 16 3 48 768
Var, (V)= m..Mfﬁ g Pt (12,693)% =12,981 20 "2 40 800
L5 0 : : 24 4 96 2304
et e _ 32 3 96 3072
oy (F) = \_:\é /3,60 _ : . 42 0 0 0
: Total 24 384 TB56
b} Caractéristiques conditionnelles o o : , .
’ . ! i Nous avons
Quand il s’agit de conditionnelle il faut préciser par rapport & quelle valeur. Quelle ) . — 1 & . 384
valeur Yj qui conditionne ia variable X ou quelle valeur X; qui conditionne [a variable Y. Xj = M:%ﬁ o =16
: .
! - i=d ekl
La moyenne conditionnelle de la variable X r.w..w i la valeur Y; est et
M.;_lmimjm\w R X . P— —2 1856
e M_“ N : <§acu w,_, - _Anlm.ﬂuau ,56)% =71,33
S i e _ @ Rj Ji=i i

La variance conditionnelle de la variable X liée 4 la valenr V; est g
: €

11 & - Koo Sl i Q,Qﬁuﬁm,«mkam
ﬁmﬁu.ﬁku”*wwmawkmuyr-kaw ”M.\ﬂukﬂn e \wx._‘.w A }
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Considérons, aussi, I'une des distribum.ons conditionnelles de Y - Lorsme X =16
Nous avens ;

¥ _ 3] Y, o3 ¥ |
g _ : 18 108
i, 0 L 110 T g T
4 T | 2 2040 ]
18, 8 128 1 7048
L 90 1620
Total ' 41 556 1 7926

Nous avins

5o T & 356
¥ H.M|M3w.~\m. Hﬁaﬂmwu@m

ioj=i
et

1 & "
-, <77 =22 _qasery =917,

Var{¥)=|- 3.8
) = e

i j=1
7,(¥)=/9,417 307
V - E ~ Covariance
- Clest, en réalité, la véritable innovation de ce chapitre. Jusqu’ici on ne s’est intéressé

aux variables que prises isolément. Nous avons va leurs caraciéristiques de position. Mous
avons v comment elles se dispersent. Nous avons vu- comment les représenter

- graphiquement.

- Mais qu’en est-il de leur relation I'une par rapport a Pautre 7 Quand peut-on dire
qu’elles varient dans le m&me sens ou qu’elles varient dans le sens contraire ? Comment peut-
on mesurer la force de leur liaison ? . .
Nous allens essayer de construire une formule qui pourrait répondre a ces questions.

Observons les nuages* de poinis suivants

* lorsqu’on représente deux varizbles graphiquement nous obtenons nn repére on Iun des axes représenie Ja
premi¢re variable et I'autre axe représente la deuxiéme variable. De celte manicre, wne observation ( Xi; Y, ) est
un 3_.? dans I plan généré par ces deux axes ; X; représente son abscisse et Y; représente son ordonnge.

Un nuage de points est donc une représeniation graphique d’un tableau statistique 3 double entrée.




- La disposition des points nous donne déja une idée de I"évolution des deux variables Pune par
rappoit 4 I'autre. Nous constatons, en effet, que les trois nuages n’ont pas le méme aspect,

La forme des deux premiers nuages est assez allongée tandis que celle du troisiéme est plutdt
arrondie.

Hn observant le premier nuage nous constatons que, dans Uensemble, les points qui ont de-

petites abscisses ont de petites ordonnées et forsqu’on a des grandes valeurs pour X on a aussi
des grandes valeurs pour Y. Ainsi, les variables X et Y varient dans le méme sens lorsque X
croit, Y croit également. .

Le deuxiéme nuage suggere qu’il y a des variations opposées * quand X a tendance & prendre
de grandes valeurs Y a tendance & prendre de petites valeurs. Ainsi, les variables X et Y
varient dans le sens contraire : forsque X croit Y décreit.

" Le froisiéme nuage, quant & lui, ne permet .w%mmanmmmn aucune relation entre les deux

. variables. Nous avons tous les cas de figures, les petites valeurs de Y correspondent aussi bien
aux petites comme aux grandes valeurs de X. De méme les grandes valeurs de Y s’associent
aux petites valeurs de X et s’associent aussi 4 ses grandes valeurs. On peut comprendre que
ces deux variables sont .

mdépendanies”.

Essayons de quantifier les résultats de cette analyse, ¢’est-a-dire de mesurer par la quantité
IPexistence d’une Haison entre X et Y, d’identifier son sens {variation dans le méme sens ou
dans le sens contraire) et voir la force de cette liaison (forte ou faible).

Pour cela, procédons de la maniére suivante -

considérons le point Eo.ﬁ.nn du nuage (X ;Y ), Xet ¥ étant les moyennes arithmétiques des

variabies X et Y. Ce point moyen se situe au centre du puage. .
ZONE 1V ZONE I
vl
........... x.

Ay

Y
+

ZONE 11t ZONE Tt

X X

t

Quand nous déplagons le repére sur ce poisit nous obtenons QUALIe ZUsen, .
Som, imaintenant ia quantits

@A, - X0, -1 |

55

k]

- i le point (X,;F,) se trouve dans la'zone I alors les quantités (X, ~-X) et (7 =¥} son
toutes les deux positives et donc leur produit e; est positif.

- Sile point (X;¥,) se irouve dans la zone IIl alors les quantités (X -X) et . -7) son
toutes les deux négatives et donc ¢, est positif.

Par contre : »

- Sile point (X,:¥,) se trouve dans la zone I alors la quantité (X, = X) est positive tandi
que la quantite (¥, —Y) est négative et, par conséquent, @, est négative.

- Sile point (X,:¥,) se trouve dans la zone IV alors la quantité (X, ~X) est négative tandi

S Rt

que la quantité (¥, ~¥) est positive et, par conséquent, o, est négative.

Regardons le nuage dans son ensemble et considérons la quantité

A tient compte de tous les peints du nuage C’est la moyenne des valeurs g,

- ‘g, est positive pour fous les points des zones 1 et If1, et done chaque point de ces deu

zones apporte une contribution positive 4 7 .
~ @, est négative pour tous les points des zones Il et TV, et done chaque point de ces deux

zones apporte une contribution négative a /4 .

Revenons, maintenant 4 nos trois nzages du début. !

Les points du premier nuage appartiennent presque fous aux zones I et 11, et donc apporter
presque tous une coniribution positive & 4 qui sera ainsi positive et grande en valeur absolue.
Les points du deuxiéme nuage appartiennent presque tous aux zones If et IV, et don
apportent presque ious une coniribution négative a g qui sera ainsi négative et grande e
valeur absclue. B . .

Mais les points du troisiéme nuage se uispersent sur les quatre zones et les contribution:
positives rainenés par certains points ‘seroin compensées par les contributions négative:
ramendes par les autres points. Nous devons dou nous attendre, dans ce cas, que [ soi
proche de zéro. _ - : §
En conclusion, la quaniité f# nous renseigne bien sur la lim.on entre les varinbles X ef Y7 sor
rens et sa force. : i _

fa quAntité /2 est appelé Ja covariance entre les deux variables X et © On la note Cov(X ; Y)
Ainsi ;

CowX )= 3 (X, - BT, - )

L@- e
'y y - FF
1 ...n.mu o sk
4 -
Fleni; "ques ;
[ i - B . L =
1. La formule o< i covariance éiair:.> ci-dessus correspond au cas ou w... ‘5 DOINLS se
7 L |

démarquent les uns des auties, Cest-#-.-"€, 0U tous les effectifs ne sont egaux qua un U -
%ro. C’est le cas particulier des tableaux stais:iaues a double entrée vu au paragraphe 1.Dans
le cas gendral, lorsque les points peuvent étre regroupecs sur les mémes positions. Cest-a-dire
lorsque les effectifs 0y peuvent étre quelconques. Le tableau staii>fiaue est le tableau 4

double entrée défini dans le cas général et la formule de la covariance est

56 :



Cov(X V)= Z..p..._m. _
i=] j=

T
b
'

E |

P Mo |M5_Q__|ﬁzv

g

Remarquez que ia formule précédente 1est quun cas particulier de celle-ci, lorsque =

2. Bn développant fe produit sous le signe somme on obtient la formule suivante qui est

celle que ’on utilise dans la pratique

) i 1 k P =S
Cov(X; Y)=| zJMNE_.xm X, %?ei
i=} j=1

L

3. Lorsque'la variable Y s’identifie 4 ja variable X (la méme variable), C’est-j-dire lorsque

X, =¥, pourtouti, alorsla formule précédente devient

E k
1 -
Cov(X;Y)= mM > X X,
i=t =1
c'est-d-dire

k

: 1 s 2 =3
Cov(X.Y)= m.ML_:vr -\ M_?;

i=1
Nous reconnaissons 14 la formule de Ia variance de ln X

Ainsi la variance dune variable staiistique n’est autre que la covariance de cefte variable avee

slle méme. ;
ixemple de calcul de Ia covariance;

Reprenons notre exemple du début dy chapitre. Nous avons deux variables :
¢ (le nombre de fruits) et Y (le nombre de feuilles). Nous aflons utiliser cet exemple pour voir

omment on calcul la covariance entrs X ey,
I ’agit de dresser le tableay qui répond 2 cette demande,

Soit done le tableau suivang -

fM.,PMIer 7 S [ .. _Votal P

g .~

:
|

_m

R R ey

m

e e,

Dans chague case intérieure vous remarquez existence de deux nombres Pun en petit
caractéres : ¢’est Peffectif n,

Pautre en gros caractéres - o’est o produit a, X ¥,

 ligne par la valeur de Y (égaled 11) qui est sur Ia colonne, le résultat obteny st multiplié par
la valeur de effectif (égal a 4) qui se trouve dans cette case,
quand on fait fa somme deg nombres on obtient dans fa derniére ligne les totaux sur les
colonnes et dans la demiere colonne les totaux sur Jes lignes.
La somme des nombres sur la derniére ligne est ¢gale A la somme des nombres sur la derniére
colonne, c’est le total des totaux. (est i

1 suffit de diviser ce nombre Par N et d’6ter du résuitat le produit des moyennes de Y et de ¥

pour obtenir fa valeur de 1a covariance ; C’est-4-dire

. - 40012
Cov(X:T) = m,mm%. ~(20,04.12,693) ~ 12379

Remarque :
Pour la vésification des ¢a feuls il est plus si mple de recourr 4 Ia procedure suivante :
- faire la somme des totaux de Ia deraiére ligne,
- faire la sonuic des totaux de la derniére colonne,
= comparer les deux réoulials
ils doivent étre necessairement égaux.
Si jamais ils ne e Sont pas il y a en erreur. 1 fayt alors la chercher et fa corriger.

V.F -~ Cosfficiant 2 corrélation findaive

Avant d’isttroduire £8 pararcire noys allons dabord essayer de justifie; son exisience,
montrer son utlité et voir 4 quel besoin i} répond. .

. Nous avons étudi¢ 1a Covariance ay Patagraphe précédent Nous avons pris son de
vérifier, a:ummwa_?m_:m:r elle peur déceler une laison entre deyx vartables que noys
appelierons corrélstiny {nous n’utiliserons pas le mot relation car ce n’est pas, comme en
analyse, une relation fonctionnelle rigide qui lie les deux varigbles), nous avons vy quelle
peut aussi indiquer Je sens de cette liaisen,

= Nous avons méme €voqué le terme de foree de cette linison.

s Lorsque les points se trouvent Presque exclusivement dans Jeg zones I et I la covariance est
positive ef a tendance 3 &tre grande (en valeur absolue), . .

A fﬁ@:m les points se trouvent presque exclusivement dans les zones [l et IV Ia covariance est
fegative et a tendance § étre grande (en valeyr absolue).

Mais quand on dit que la covariance esy grande, elle est grande 4 quelle point ?
A partir de quelle valeyr Peut-on dire qu’il y a une forte Ccovariance entre Jes denx variables ?
Soit, Par exemple, deux couples de variables X, Y) et EZ;:1n. Supposons que leurs
covarances respectives soient
- - Cow(X;Y) =5272 et

A¢

CowW(Z;T) =045



Lallsl, £ a=Lmw —wabalt

Cest-a-dire A=4Cov’(X,Y)-40%.0% <0

autrement dit
Covi(X,Y)<o% o

Ce qui conduit &
T\uoéﬁxng_ < n.“.x.e_ v

Finalemert, ex* conclusion, g covarience esit foujonrs, en valeur absolue, inférievre on
égale au produit Jes écaris-types.

Pour répondre a la question du début, nous powvons donc dire que Ja covariauce ne peul pas
augmenter indéfiniment mais elle a une borne. La valeur maximale qu’elle peut attemndre est
égass au ﬁaca:; des écarts-types des variables X et Y. Plus elle s’approche de cetie valeur
plus la v aison entre X et Y est forte.

Nous pouvos:s utiliser cette idée pour créer un paramétre qui rend compte a.u. Ia force de la
liaison : Le coefnycient de corréiation linéaire.

C’est le rapport de la covariance au produit des écarts-iypes, ¢ est-a-dire

Cov(¥, V)

= —
143 3 ,3.4__\
Remarque ;
L. Puisque

0 5 _m Oy Oy

Alors o i

C’est une propriété importante de ce coefficient.

2. 1% o estappelé coefficient de corrélation linéaire. On peut se demander pourquoi le mot

linéaire 7

‘Nous avons vu n_na |Cov(X, Y)|< oy 0y

Quand est ce que cette, inégalité devient-elle égalité ? C’est-a-dire

[Cov(X,Y)|=ox oy

Réponse : C’est lorsque Iexpression (M) est nulle. . .
(M) ne peut étre nulle que si tous ses termes sont nuls. Autrement dit si, pour tout

R(X, %)~ (¥, -1)=0
Cetie condition signifie que tous les points sont sui une méme droite d’équation
Y, ~¥ =R(X, - X)
PR o )

Peut-on dire, 4 la vue de ces valeurs, que 1z covariance entre X et Y est plus forte que
la covariance entre Z et T ?
Est-ce paice que 527,2 est plus grand que 0,45 qu’on peut tirer cetle conclusion ?
Mais st on vous disait, par exemple, que X et Y ont ét¢ mesurés en méires et gue Z et T ont
été mesurés en millimétres cette conclusion reste-t-elle valable ? :

Reprenons la formule de la covariance ;
]

Cov( X H, e M ﬂ.. Hy \m\
N
Mous voyons sur cette fiimule que 1a covariance est en relation directe avec les unités dans
lesquelles oni été mesurées X et Y. Si on change donc ces unités la covariance change de

-Xut M

=l j=1

- valeur, et parfois considérablement.

Qu’est-ce gu’il y a elors lien de faire dans ccite situation, ?

Pour cela, considérons a ::E::m suivamnie ;

b

H-0,-1] (M)

_ .ﬂ. fq (X, -
N4

i=1

Cette quantité est nécessairement positive (ou nuiic} car ¢’est une somme de carrés,
Développarit cette expression nous obienons

- a 1

: P £ 1< P2
S er - ~2.R m.w? -X)(I,-T) mw_m@. ~-Y)
| B i=] o =l - * =1
Nous y reconnaissons les formules des variances de X et de Y et celle de leur covariance, on
peut donc I"écrire, simplement 5 .

R Var(X) - 2R Cov(X, Y) + Var(Y)
Chr’on peut écrire aussi :
ox R? —2Cov(X,Y)R + 0%

C’est est un frinbme ac second degré en R de la forme
aR?>-bR+c

Nous avons vu que ce trindme est nmnomwm:,anﬁ_: positif (ou nui) quelle que soit la valeur de
R, pour qu’il en soit ainsi il faut que son déterminant soit négatif ou nul. (car c’est une
parabole n_E se situe au dessus de I’axe des abscisses, Il ne faut jamais qu’elle descende en
dessous, ¢’est-a-dire qu’il ne faut jamais que le Sncﬁm ait deux solutions).

1!
4



Ainsi, nous aurons | Cov (X,Y)|= 0, . 0, ou, ce qui revient au Emao lel=
lorsque tous rwm points se frouvent exactement sur une droite, et

-sig = +1 mm penie de la droite est positive, (X et Y varient dans le méine sers)
-sig = -1 lapente de la droite est .;mmm tive (X oﬁ Y varient dans le sens contraire).

0 Cuand p est Eooro de 1 nous ooan_,quo:m que les points du nuage soat proches de la

droite.
@ Quand p est proche de zéro, le nuage Je points a une forme armondie et cela veut dire

qu'i v’y a pas une lizison lindaire entre lc2 variables X et V.

p ree seri donc gu "% wionirer Uexistence d’une figison linéaire entre am.q variabies. Si p

rest pas proche de | vola veut senlement dive qu’il ne peui y avoir de Baison linésive
entre les variables X et ¥ mis il est maﬁaaa possible qu’elies ont une anire forme de

Liaison (non lindaire).

Exempie de caloul ;
» Reprenons notre exemple du début du chapiire. Nous avons

/ Q
p=22 0 123D 367
oxOy  9,363,60

Nous déduisons de ce résultat que, pour les fraisiers, il #°y a pas de Emmrom linéaire entre e’
nombie de leurs feuilles et le nombre de leurs fruits.

»
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